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Resumen

La sintesis de programas es un proceso que permite obtener un programa eficiente a partir de una
especificacién, preservando su significado. Las Fork Algebras han sido propuestas como base algebraica
para la construccién de un ambiente de sintesis de programas. Los tipos algebraicos de datos (generados
por un conjunto de constructores) son una herramienta poderosa que permite modularizar los programas
y mejorar la legibilidad y la deteccién de errores en tiempo de compilacién. Hasta ahora, los tipos de
datos en fork algebras han sido manejados de manera intuitiva, sin precisar formalmente su significado.

El objetivo de este articulo es proveer un mecanismo general de definicién de tipos algebraicos de
datos en el marco de las fork dlgebras, y establecer una sintaxis que permita simplificar la notacién al

realizar las especificaciones.
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1 Introduccién

La sintesis de programas es el proceso que consiste en comenzar con una especificacién evidentemente co-
rrecta, aunque tal vez ineficiente, de un problema, y a través de la aplicacién de reglas de transformacién
que preserven el significado, obtener un programa eficiente; esta técnica es tema de estudio de la lamada
programacién transformacional ([11]). El proceso descrito tiene una extraordinaria similitud con el proceso
de resolucién de ecuaciones que se estudia en aritmética, pero donde en lugar de niimeros, los objetos que se
manipulan son programas; ello sugiere que podrfa utilizarse un marco algebraico como base para el desarrollo
de un ambiente de sintesis de programas ([12]). En particular, nuestro interés se centra en las llamadas
Fork Algebras, que son algebras relacionales extendidas con un nuevo operador, fork, que da origen a su
nombre ([9, 8]). Estas algebras poseen el poder expresivo suficiente para servir como base del proceso de
sintesis, y ademds son una correcta abstraccién del modelo conjuntista que considera a los programas como
una relacién de entrada-salida de datos; por ello han sido propuestas como el marco algebraico mencionado.
La potencia de este calculo para razonar acerca de programas ha sido ilustrada mediante gran cantidad de
ejemplos ([8, 1, 6], entre otros).

Una parte importante del proceso de construccién de programas es la correcta eleccién y tratamiento
de los tipos de datos; ellos permiten modularizar los programas y mejorar la legibilidad y la deteccién de
errores en tiempo de compilacién, entre otras ventajas. La idea bésica de la especificacién algebraica de
tipos de datos consiste en describirlos mediante los nombres de los diferentes conjuntos de datos, los nombres
de sus funciones bésicas, y las propiedades caracterfstic#s de ellas ([14]). Hasta ahora, los tipos de datos
en el marco de las fork dlgebras se han utilizado asumiendo un conocimiento a priori, intuitivo, de ellos, y
considerando conocidas las propiedades de los mismos. Es de fundamental importancia, por lo tanto, contar
con un mecanismo riguroso de definicién y manipulacién de tipos de datos.

Este trabajo se centra en la definicién y uso de tipos de datos algebraicos en el marco de las fork algebras.
Por tipo algebraico de datos entendemos al élgebra libre generada por un conjunto de funciones constructoras
([14, 4]), o sea que todos los elementos del tipo pueden ser construidos mediante dichas funciones y que cada

combinacién sintacticamente correcta de constructores genera un elemento distinto del tipo (no hay “casos
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invalidos”). También se los llama tipos inductivos, por ser definibles mediante induccidon estructural (3, 5])-
El método elegido para especificar tipos de datos es introducir nuevas constantes de relaciones, junto con
axiomas que las mismas deben cumplir para expresar las operaciones requeridas. Ademds estableceremos la
sintaxis de declaraciones que nos permitan abreviar la axiomatizacién.
En la Secc. 2 presentamos la definicién de Fork Algebras, y describimos como se las usa en la construccién
de programas. En la Secc. 3 presentamos simulténeamente la sintaxis de las declaraciones y la especificacién

de tipos algebraicos, y ofrecemos algunos ejemplos. El articulo finaliza con las conclusiones.

2 Fork Algebras

Un programa secuencial puede ser entendido como un proceso que transforma ciertos datos de entrada en
ciertos datos de salida. Una representacién matematica que captura esta nocién es la de relacién binaria.

El concepto de &lgebra de relaciones binarias fue introducido por Tarski ([13]) para dar una versién
algebraica de la 1égica de primer orden, en el mismo sentido que las algebras de Boole lo hacen con el célculo
proposicional. Dado un conjunto U, se consideran las relaciones incluidas en U XU, y sobre ellas se define un
algebra de Boole (con las operaciones habituales de unién, interseccién y complemento entre relaciones, y las
constantes U xU y () como méximo y minimo), extendiéndola con las operaciones de composicisn e inversa
(a veces llamada también conversa). Sobre esta base, Tarski definié las dlgebras relacionales ([13]), una
axiomatizacién que caracteriza abstractamente a las dlgebras de relaciones. Desafortunadamente el objetivo
de Tarski no se cumplid, pues las dlgebras relacionales sélo tienen el poder expresivo de una légica de primer
orden con tres variables y sélo dos de ellas libres ([13]). En consecuencia, esta algebras no son ttiles como
base para un formalismo que permita especificar problemas y programas.

Una solucién para el problema de expresividad son las Fork Algebras ([9, 8]), que son una extensién de
las dlgebras relacionales con un operador llamado fork (al que denotaremos con V). Esta operacién captura
la nocién de formacién de pares y consecuentemente de estructuras complejas (de forma arborescente); la
interpretacién conjuntista de la relacién RV S serd {(z, [y,2])/(z,y) € R A (z,z) € S }. Elfork es el punto

de partida de una ganancia de expresividad que se ha demostrado equivalente a la de la légica de




CLEI Panel 96 313

primer orden con igualdad ([9]). Por otra parte se ha demostrado que las fork dlgebras son representables ([,

es decir, todos sus modelos son isomorfos; al modelo intuitivo conjuntista lo llamaremos modelo estandar.
Definicién 2.1 Una Fork Algebra (Abstracta) es una estructura < A,+,¢,3,V,~,7, 0,00, 1 >, tal que:

1. < A, +,0,7,0, 00 > esun dlgebra de Boole, completa y atdmica, donde + denota la operacidn supremo,
o denota la operacidn infimo, = denota la operacidn complemento, 0 denota el elemento cero, co denota

el elemento unidad, y < (llamada inclusién relacional) denota el orden subyacente

2. < A5, 1 > es un semigrupo con la composicidn relacional (;) y la relacidn identidad (1), es decir,
(R;8);T = R;(S;T) y Rs1 = 15R =R
3 R;SCcT & R;TCS & T3S CR (regla de Schrider)
4. R# 0 = oco3R;00 = 00 (regla de Tarski)
La operacidn V (fork) queda totalmente caracterizada por
5. RVS = (R;(1V0)) e (S;(c0V1))
6. (RVS);(TVQ)™ = (R;T7) e (5;Q7)
7. (1Voo)  V(coV1)™ <1 ]
Un término del algebra puede ser considerado como la versién abstracta de una relacién binaria que
represente la relacién de entrada-salida de datos que establece la especificacién de un programa. Con esta
interpretacién, los operadores del algebra son formas de combinar programas; asi, la composicién relacional
(;) representa la composicién secuencial de dos programas, el supremo (+, o suma relacional) representa a la

eleccién no-deterministica entre dos programas, etcétera. Ademads, mediante ecuaciones e inecuaciones entre

términos del algebra pueden expresarse propiedades de los programas, como por ejemplo:

Definicién 2.2 Una relacién P se dice funcional si, y sdlo si, P3P < 1, inyectiva si, y sdlo si, P3P~

< 1, y constante si, y sélo si, P # 0, P = co3P, y P7;P <X 1 L]
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Las nociones de relacién funcional e inyectiva se corresponden con las nociones de funcionalidad e in-
yectividad estandar. La nocién de relacién constante representa a la de un programa que acepta cualquier
entrada y retorna Siémpre el mismo valor constante.

Un punto de importancia al Utilizar relaciones para representar programas es la forma en que se repre-
sentan conjuntos. Existen varias maneras de realizar la “internalizacién” de un conjunto; la usada en este
articulo consiste en representar al conjunto X mediante un término incluido en 7, Ix , denominado identidad
parcial, y cuya versién esténdar es la relacién {< z,z >/ z€X }.

Determinados términos aparecen repetidos numerosas veces, por lo que es conveniente definir abreviaturas
para ellos, tanto para simplificar la notacién como para ofrecer una mnemotecnia sobre su interpretacién en

el modelo estandar; esta interpretacién se enuncia luego de la definicién.

Definicién 2.3 Sean las siguientes operaciones definidas por

1.7 =(1Voo) " yp = (c0V1)~ (primera y segunda proyeccién)
2. R®S = (7;R)V (p;9) (producto)
3. 2 =1V1 (duplicacién de datos)
4. Dom(R) = (R;R~)el y Ran(R) = (R~ ;R)el (dominio y rango de R)
5.y i RR=Ri+...+ Ry, (n>1) (suma finita)
6. Qe Ri=(Ri®(R2® ... (Rac1 ® Ry) ..2)), (n> 1) (producto finito) =

Las operaciones m y p representan las relaciones de proyeccién respecto de la operacién de formacién
de pares. Dado que la relacién 1 representa a la relacién identidad, la relacién 2 representa a la operacién
de duplicacién de sus datos de entrada, y 2~ resulta ser un filtro de igualdad sobre los pares, tal que sus
componentes son iguales. Dom (R) y Ran(R) son expresiones relacionales que caracterizan el dominio y
el rango de la relacién R.

A modo de ejemplo mostraremos como se expresan dos programas sencillos. Si contamos con un término

relacional abstracto llamado mult que represente al programa que dados dos nimeros naturales devuelve
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el resulté.do de multiplicarlos (mult serfa la versién abstracta de {< [z,y],z x y >/ ¢,y € Nat }) podemos
construir un término que represente al programa que dado un nuimero lo eleva al cuadrado de la siguiente
forma: sqr = (2;mult). El uso de la relacién 2 es la manera abstracta de expresar la replicacién del dato
de entrada, para poder multiplicarlo luego por si mismo. Para escribir un programa que dado un par de
valores devuelve el mismo par, pero con los valores cambiados, escribiremos (p V 7), y lo llamaremos swap .

A fin de poder comparar dos especificaciones de tipos de datos en un marco relacional, debemos contar
con la nocién de isomorfismo entre relaciones. Las definiciones dadas estdn adaptadas de las que aparecen

en [2].

Definicién 2.4 Sean R y S dos relaciones. Un par de relaciones (chgDom , chgRan) es un homomorfismo
de R a S sit chgDom y chgRan son relaciones funcionales, y se cumple que R;chgRan < chgDom;S,

Dom (R) =< Dom (chgDom), y Ran(R)=<Dom(chgRan). =

Considerando las relaciones como programas (en el modelo estandar), un homomorfismo transforma cada

elemento del dominio y del rango del programa R, de manera tal que R se comporte como el programa S.

Definicién 2.5 Sean R y S dos relaciones. Un par de relaciones (chgDom, chgRan) es un isomorfismo
entre R y S sit (chgDom, chgRan) es un homomorfismo de R a S, y (chgDom ™™, chgRan ™) es un homo-

morfismo de S a R. 5]

Un isomorfismo transforma cada elemento del dominio y del rango del programa R mediante relaciones
uno a uno, de manera tal que R se comporte ezactamente como el programa S.

La idea de homomorfismo (isomorfismo) se puede extender a tuplas de relaciones de la siguiente manera:

Definicién 2.6 Dadas dos tuplas de relaciones (Ry,...,R,) y (S1,...,Ss), diremos que son homomorfas

(isomorfas) sit para todo 1 < @ > n, existe un homomorfismo (isomorfismo) entre (R;,S;). m

3 Tipos Algebraicos de Datos

Un tipo algebraico de datos es el dlgebra libre generada por un conjunto de funciones constructoras ([14, 4]),

es decir, todos los elementos del tipo pueden ser construidos mediante dichas funciones y, ademas, cada
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combinacién sintacticamente correcta de constructores genera un elemento distinto del tipo. También se los
conoce con el nombre de tipos inductivos, por ser definibles mediante induccidn estructural ([3, 5]).

El método utilizado para especificar tipos de datos en el marco de las fork dlgebras es introducir nuevas
constantes de relaciones, junto con axiomas que las mismas deben cumplir para expresar las operaciones
constructoras del tipo en cuestién. Para dar la sintaxis de las declaraciones definiremos la nocién de término
de tipo; estos términos serviran para denotar sintcticamente a los tipos. Para su definicién asumiremos que
Type es un conjunto de nombres de tipos, y que aridad es una funcién que para cada elemento de Type

retorna su aridad (> 0).

Definicién 3.1 Sea Type el conjunto de nombres de tipos y sea V un conjunto de variables. Llamaremos

término de tipo con variables en V a un clemento del siguiente conjunto inductivo:
o vEV es un término de tipo con variables en V

o si T€Type, y t1,...,t, son términos de tipo con variables en V, entonces T(t1,...,tp) es un término

de tipo con variables en V. B
Usaremos la siguiente sintaxis para escribir declaraciones:
NewType(as,...,ap) = < C1:Di1,..., Co: Dn >

con NewType € Type, aridad(NewType) = p, n > 1, ay,...,a, variables de tipo, Cy,.. ., C, nombres de
relaciones, y donde se cumple que para todo 1 < ¢ > n, D; = Cte, o bien D; = (di,... ,dp), conr > 1,
y para todo 1 < k > r, dj, es un término de tipo con variables en {a1, .. .yap}. El simbolo especial Cte
sirve para declarar a una relacién como constante, como se puede ver en la Def. 3.2; no debe pertenecer al
conjunto T'ype, para evitar ambigiiedad en la definicién.

Cada instancia sin variables de esta declaracién se denomina tipo algebraico, y serd la abreviatura de:

Definicién 3.2 El tipo algebraico NewType(ty,. .. tp), donde ti,... t, son términos de tipo sin variables,

se define como una tupla de relaciones (Cy,...,C,) tal que los siguientes aziomas se satisfacen:

1. para todo 1 <t >n
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o si D; = Cte, entonces C; es una relacidn constante
o s1 Dy = (dy,...,d.), entonces C; es funcional e inyectiva, y Dom (C;) = <®2:1 1d: ), siendo
k

d;c el resultado de sustituir cada ap en dp por tp, con1 < h > p

2. para todo 1 < 4,5 > n, con i£j, C;3C;7 =0, o sea, los rangos de constructores distintos son disjuntos

3. se cumple que (3 ;_; Ran(C;)) = Destr (NewType(as,...,ap)), donde Destr queda definida como la

minima solucidn del siguiente sistema de ecuaciones recursivas:

Destr (term)

[73 , sl term=ap, con1 < h>p
= E;":l C],-V; Md< D;) ; C;» , si term=0IdType(t's,...,t'y), y existe la declaracién
OldType(a'y,...,a'q) = < CI1 : Dll,”., C:n : D;n >
donde  Md(D;)
=1 , 81 D;» = Cte

= Destr (d;’) , si D;- = dll, y dlll es el resultado de sustituir cada a’j, en
d; por t'p,con1 < h>g
= Qi Md(d;> ,si D) = (d’l,...,d;), con's > 2
St este sistema tiene solucidn no trivial, entonces el tipo es finitamente generado.

Ademds, se define, para todo 1 < i > n, l¢, como abreviatura de Ran (C;), y lNeWType(tl ot

como abreviatura de (Z;’zl 1Ci>' |

Utilizando la inyectividad de C; y el hecho de que las funciones constructoras tienen rangos disjuntos es
facil demostrar que (1 C° 1 C; ) =0, si i#j; por lo tanto, la definicién de ]NewType(tl,. ) provee una
particién de NewType(ts,...,tp), lo cual es de gran utilidad para aplicar la técnica de anélisis de casos en la
especificacién y construccién formal de programas ([9, 1])

Esta especificacién puede tener muchos modelos, pero la proposicién que se presenta a continuacién

establece que todos ellos son equivalentes, y por lo tanto resulta indistinto con cual de ellos trabajemos.

Proposicién 3.3 Si ty,...,t, son términos de tipo sin variables que denotan tipos monomdrficos (todos sus

modelos son isomorfos), entonces, NewType(ty,...,t,) denota un tipo monomdrfico.
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Dem. Sean NewTypei(ti,...,tp) = (Ri,...,Ra) y NewTypes(t1,...,tp) = (S1,--.,Sn), dos modelos
distintos del tipo algebraico NewType(ti,...,tp). Se construye una relacién transf, de manera muy similar
al sistema de ecuaciones recursivas del axioma 3; la diferencia fundamental es el reemplazo de C}V y C;- por
R;~ v S; en la definicién de Destr. La relacién transf realiza la transformacién de una representacién a la
otra. Se prueba que ( M(D;),transf) es un isomorfismo entre R;y S;, para todo 1 < ¢ > n, donde M prepara
un término basado en transf que se corresponde con la forma de D;. Por lo tanto, NewTypei(t1,. .. ) Y

NewTypes(ti,.. . ,tp) son isomorfos. Los detalles de la demostracién pueden encontrarse en [10]. =}

3.1 Ejemplos

El caso més trivial es Unit = < unit : Cte >, donde p=0, n=1. El axioma 1 establece que unit es una
relacién constante; el axioma 2 no se aplica, pues n=1; el axioma 3 se satisface trivialmente, ya que este es
un tipo bésico (no aparece en el dominio de sus constructores), y entonces queda

Destr (Unit) = unit~; Md(Cte);unit = unit~junit = I ypj¢.

Otro tipo, muy utilizado en los lenguajes de programacion, es el tipo Bool = < false : Cte, true : Cte >.
El axioma 2 establece que verdadero y falso son dos elementos distintos. La construccién del tipo Bool puede
generalizarse para otros tipos enumerativos; por ejemplo, Color = < red : Cte, yellow : Cte, green : Cte >,
es un tipo con tres constantes distintas (axiomas 1y 2); el axioma 3 se satisface trivialmente, igual que para
todos los tipos compuestos sélo por constantes (ver el ejemplo de Unit).

Todos los tipos presentados hasta ahora tienen p=0, o sea que no dependen de ningin argumento.
Para mostrar el uso de variables de tipo como argumento en la definicién, utilizaremos un tipo que re-
presenta a la unién disjunta de tipos: Either(A,B) = < left : A, right : B >. Este uso de las variables de
tipo permite utilizar el mecanismo conocido como polimorfismo paramétrico; por ejemplo, podemos escribir
Either(Bool,Color), o Either(Unit,Bool), etc. Para cada tipo Either(t,tz), el axioma 1 establece que left
y right son relaciones funcionales e inyectivas, y que Dom (left) = Ig ,y Dom (right) = 1, ; el axioma
2 establece que el rango de left y el de right son disjuntos (aunque t; sea igual a t3); el axioma 3 se sa-
tisface trivialmente, Destr(Either(A,B)) = left~; Md(A);left + right~; Md(B);right = left ™5 1¢, ;left

+ right 75 Iy, sright = left 7;left + right ~;right = IEither(tl t9)
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Los ejemplos siguientes muestran tipos con casos inductivos no triviales, los cuales son comunmente
utilizados en los lenguajes de programacion.

Num = < cero : Cte,vsuc : Num >

List(A) = < nil : Cte, cons : (A, List(A)) >

El primero de ellos, el tipo de los ntimeros naturales, no utiliza variables en su definicién. Los axiomas 1y
2 son faciles de interpretar; el axioma 3 establece que los elementos del tipo Num son generados finitamente
(se obtienen por la aplicacién de una cantidad finita de operaciones suc a la operacién cero):

Destr (Num) = cero ~;cero + suc ™~ ; Destr (Num);suc.

El segundo, el tipo de las listas, utiliza las variables de tipos, permitiendo el polimorfismo paramétrico,
de la forma en que se vi6 para el tipo Either(A,B). Es de interés observar que, para el tipo List(t), el axioma
1 establece que Dom (cons) = (11: ® JList(t) ) , vy el axioma 3 establece que

Destr (List(A)) = nil ~;nil + cons™; (Jt ® Destr (List(A))) ; cons,

El siguiente ejemplo muestra la potencia del axioma 3 para establecer la generacién finita, ya que la referen-
cia inductiva aparece dentro de un término basado en List: GenTree(A) = < node : (4, List(GenTree(A))) >.
El axioma 3 establece un sistema de ecuaciones recursivas:

Destr (GenTree(A)) = node ~; Destr (List(GenTree(A))); node , y

Destr (List(GenTree(A))) = nil ~;nil + cons~; ( Destr (GenTree(A))® Destr (List(GenTree(A)))) ; cons;
la interaccién entre las ecuaciones queda determinada por los términos de tipo utilizados en la declaracién
como dominio para las operaciones constructoras.

El poder del tercer axioma también puede verse en el caso de definiciones recursivas simultaneas,

PList(A) = < vacia : Cte, consp : (4, IList(4)) >,y

IList(B) = < consi : (B, PList(B)) >.

El sistema de ecuaciones recursivas para estas declaraciones es
Destr (PList(A)) = vacia~;vacia + consp ~; Destr (IList(A)); consp, y

Destr (IList(A)) = consi ~; Destr (PList(A)); consi .

3
!
a
5
;
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T

4 Conclusiones

Hemos presentado un mecanismo de definicién de tipos algebraicos en el marco de las fork algebras, junto
con una sintaxis que permite simplificar la notacién y que permite la definicién de las internalizaciones de
los tipos en base a las operaciones constructoras. Hemos mostrado que es posible especificar con este método
varios tipos que aparecen comunmente en los lenguajes de programacion.

Una conclusién de importancia es que la utilizacién de tipos de datos en un marco homogéneo es posible, y
no es necesario hacerlo de manera intuitiva. Esta técnica provee un aporte de éran importancia a la aplicacién
de las fork &lgebras en las ciencias de la computacién, fundamentalmente en las dreas de derivacién de
programas ([1]) y de bases de datos, especialmente en el campo de optimizacién de consultas ([6]), proveyendo
un método riguroso de especificar los tipos de datos y sus propiedades. Las especificaciones presentadas
poseen varias caracteristicas importantes para la construccién formal de programas: permiten una definicién
jerdrquica de los tipos, especifican tipos monomérficos, permiten el uso del polimorfismo paramétrico, y
establecen una particién del dominio del tipo, favoreciendo el analisis de casos, entre otras cosas. Ademas
es interesante observar el uso de la operacién conversa () como medio de proveer un mecanismo de patiern
matching sobre los constructores de los tipos algebraicos.

Una posible continuacién de este trabajo es la extensién del método de especificacién para otras clases de
tipos (no algebraicos), como ser, tipos obtenidos como cociente de tipos algebraicos, tipos funcionales, tipos

con restricciones en la formacién de sus elementos, etc.
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